
●竞赛辅导● 

多 宗 昀 条 件 
— — 关于 1999年 全 国物理竞 赛复赛 最后 一道题 的讨 论 

． { ；}、7j、 
(浙江 省 宁波效 实中学 31501。j ’ 

题 目 1999年 全 国物 理竞 赛 复赛 最 后 一 

道题 如 图 1所示 ， 轴 竖 直 向上 ， 平 面 是 一 

绝 缘 的 、固定 的、刚 性平 面． 

在 A( ⋯0 0)处 放 一 带 电 

量 为 一9(9> 0)的小 物 块 ， 

该 物块 与 一细 线相连 ，细 线 

的另 一 端 B 穿过 位 于坐 标 

原 点 0 的光滑小孔 ，可通 过 

它 牵 引小物 块．现对 该 系 统 

加 一匀 强 电场 ，场 强方 向垂 

图 1 

直 于 轴 ，与 轴 的夹角 为 0．设小物块 和绝 缘 

平 面 间 的摩 擦 因 数 一tg 0，且静 摩 擦 因数 和 

动 摩擦 因数 相 同 ，不 计 重 力作 用 ．现 通 过 细 线 

来牵引小物块 ，使之移动．在牵引过程中，我们 

约定 ：细线 的 B 端 只准 沿 z轴 向下缓 慢移 动 ， 

不 得 沿 轴 向上 移 动 ；小 物 块 的移 动 非 常缓 

慢 ，在 任何 时刻 ，都 可近 似 认 为 小 物块 处 在力 

平 衡状 态．若 已知 小 物块 的移动 轨迹 是一 条二 

次曲线，试求出此轨迹方程． 

竞赛委 员会给 出 了这样 的解 法 ，即 

解法 1 设所 加 匀 强 电场 的场 强 为 E，它 

在 Y方 向和 z方 向 的分 量分别 为 

E 一 一 Esin 0， E -- Ecos 

由于物块 带 负 电 ，电场作 用 于物块 的 电场 

力两个分量 分别 为 

F 一 --qE --qEsin 0， ( 

F 一 --qE 一 --qgcos 0． 圆 

F，在 平 面 内 ，方 向沿 Y轴 正 方 向．F； 

垂直 于 平 面 ，被绝 缘平 面的支 持力 所平 衡 ， 
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故物 块 对绝 缘平 面 的正压力 的大小 Ⅳ 和 F 的 

大小 相等 ，即 

N =qEcos 0， 

绝缘平 面作 用于物块 的摩擦 力 为 

f--t~N--qgtg OcOS 一qEsin 一F ， ⑧ 

，的方 向决 定于物块 移 动 的方向． 

根 据 题 意 ，物 块 在 平 面 内 的运 动 可 看 

作 是一 种在 力 平衡 下 的缓 慢 移 动 ，作 用于 物块 

的三个 力 F 、，和线的拉 力 丁 都在 平面 内． 

物 块 在任 一位 置 达 到平 衡 

时的受 力情 况 如图 2所 示 ， 

为细 线 与 轴 的夹 角．把 

丁沿 和 Y方 向分解 ，得 

T 一 一 Tcos ， 

T 一 一 Tsin ， 

用 和 ， 表 示 ， 的 两 个 

分量 ，物块平 衡 时 ，有 

图 2 

F 丁sin升  一0， ④ 
一

丁c∞ ，r一0． ⑤ 

由④ 、⑤式得 

( 一丁sin妒 +丁 COS 一 ． 

注意到③式，得 

丁(丁一 2F sin 一 0， 

得 丁一0 或 T一2F,sin ⑥ 

因要 小物块缓 慢 移动 ，需要 细线 牵 引 ，T一 

0不 符合 题意 ，应 舍 去．因 0< ，T一2F sin 

f>0，将 丁代人④、⑤式 ，有 

j，一 Tsin f--F 一 F cos 2f 

／ 一Tcos f--F sin 2 
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摩擦力 方 向的斜率 
—  

k— = --ctg 29． tD 

k是摩擦力方向与 ．27轴夹角的正切 ，即摩 

擦力方 向的斜率 ，因摩擦力始终沿轨道 的切线 

方 向，故 k也 就 是轨道 切 线 的斜率 ．下 面 ，通过 

对⑦式的分析来寻找轨道方程． 

当 P一0， 一 。。，即在 起 点 A 时 ，轨 道 的切 

线与 轴垂直． 

当 一÷， 一。。，一种情况是小 物块运动 

到 Y轴上后 ，沿 Y轴做直线运动到 0点 ，但这 

与题设 轨迹 移 动是 一条 二 次 曲线 不符 ，因而它 
一 定 表示轨 道在 0 点 的切 线 与 -r轴 垂直． 

在二 次 曲线 中 ，曲线 上 两点切 线相 互平 行 

的只有椭圆 ，又 因为 A、0两点的切线与它们 

的连线相垂直，这一连线应为曲线 的轴 线，且 

在 Ox轴 上 ，另 一 轴 在它 的垂直 平 分线 上 且 与 

y轴 平行．曲线与 此 轴线 的交 点 的切 线 的斜 率 

为零．代人⑦式得P一÷，故该曲线为圆，其方 

程 为 

c 一 +y2一手 
大 家可 以注 意 到这 个 解 法得 到小 物块 的 

移动 轨迹 是 圆，其 关 键 在 于 ，利用 了试 题 中 给 

出的一个条件：“小物块的移动轨迹是一条二 

次曲线”．实际上这个条件是多余的．在试题给 

出的情景中，小物块的移动轨迹是可求得的． 

解法 2 我们对小物块在任意时刻进行受 

力分析(如图 3)，由于绳子的拉力 在 F 和 ， 

方 向的角平 分线上 ，所 以不难 证 明 升  一90。、 

图 3 

0 

图 4 

我 们用 极 坐标 来表 述小 物体 的运 动 轨迹 ． 

那么在 任 意 时 刻 (如 图 4所 示 )．小 物 体 在 (p． 

时 的速度 为 口，经过很 短 的时 间 出，小 物体 在 

(P+dP，升 d ．显然 ，这 里 的 dp<0． 

由图 4可 知 

一 罟品 p一 一dp —dp 一‘ 一 
则 d

。

p
_  g ⑧ 

两边积分，有』警一fts ， 
得 In P=in CO8 C． 

由初始 条 件 ．当 p=xo时 ，io=0，可 以得 积 

分常数 c—In 。，即 In P In COS +In ，得 

到 p=x。COS 这是一个圆的方程 ．在直角坐标 

系 中它的方 程是 

(z 鲁)z+y (等)z． 

我 猜 想 ，大 学 老 师 首 先 想 到 的 是 这 种 解 

法 ，由于他们经常用 高等数学 ，所 以他们可 能 

对 已 经 能 用 高 等数 学 解 的 物 理 竞 赛题 不会 再 

在 初等 数学 范 围 内多 动脑 筋．正像 我们 中学老 

师 对 于小 学 数 学 难 题 习 惯 于 列 方 程求 解 而不 

再去 动算 术方 法 的脑 筋一 样．既然 高等 数学 超 

出 了 中学 的要 求 ，所 以 就 在 题 El中 直 接 给 出 

“二次 曲线”的条件 ． 

但 是学 生 自有 学 生 的办 法 ，他 们 可 以在 初 

等数学 的范 围内解 出来 ． 

解 法 3 在 解 法 2中得 到 的@ 式 ．在 中学 

数 学 中的表述是 

Ap
— tg △弘  

因 为 A(cos cp)=cos(升 Ag) COS 

一一2si ( ) j 挈 
一 sin 

所 =一面sin 9 
． 

令 t~cos 并 对上式求 和 ，设其值 为 S，即 

∑ 一∑ 

这里 P从 r。一÷P，f从 1一c0s 将 S分 成 等 

分，每部分的P记为 ，这就是警一 ，即 
二 ． 兰 

’ 

得到 =1+鲁， 
．39 ． 
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可得 。鲁⋯⋯ 一 

ct+鲁 一[(t+ J ， Ll " j 
当 一 -]。时 ，(1十 ) = ，所以 ： ， 

可 得 S—in ． 

同样由s：∑ +可得 5一ln c0s 

这 样我们 也得到 r P— 。COS 

在 这 里 ，学 生 用 的 是 微 元 法 ，它实 际 就 

是 徽 积 分 的思 想 ，是把 微积 分 的 处 理 低 等 化． 

我 们 知 道 ．在运 用 微 元 法 的学 生 中 ，有 一部 分 

学 生是 掌握 r基 本 的微积 分 方法 的 。但 是他 仃] 

为什 么 是 f脆用 微 积分 『fji用微无 法 呢?蜩 为 

他 们 r解 竞 赛 的 太 螭 ，全 国物 理 竞 赛 规 定 ， 

錾求 用微 积 分 进 行 推 和运 算 ，他 们怕 扣 分 ， 

正像 拄 小学的 竞赛 中 能设 一 样．这些 {．Jr秀 

的学生从小学 束，经姓多次的竞赛 ，他 f』j知 

道 ，评 分 标 准 的规 定 以 及对 这 个 规 定 的 掌握 ， 

对学 牛 的成 绩 具有 极大 的影 响．参赛 的学生 不 

仅 要想 到 做 出试 题 ，而且 要 想 到 老 师 的评 分 ． 

思 想负 担 太 电 了．fH是我 认 为 ，他 还 足超 出 _r 

大纲 。他在解法 中用的 自然对数的底数 ，这不 

也是 高等数 学的 内容吗?(在实 用 上 ，出现 可 

能是不扣分的，因为还要鼓励学生增长课外知 

识 呢 

我 为 。试 题给 出 的条 件 还 是应 当 屯分 制 

用的 如果 试题 给 出这 样 的条件 ：“小 物块 移 动 

的轨迹是圆”．要体求这个圆的方程 。那就更好 

办 r．现在 既 然 试 题 给 出 了“小 物 块 的 移 动轨 

迹是 一条 ：：改 曲线 ”的 条 件 ，我 们 利 用 这 个 条 

件 ，还 可以找到 比解法 1更好 的解法 ． 

解法 4 如 图 5所示 ，由于小物 块 对 ∞，半 

面 的 压 力 是 N =Eqcos 0， 

则 摩 擦 力 是 ， = Ⅳ 一 

Eqsin 口，， 始 终 沿 切 线 古 

向．而 电场 力 在 平 面 的 

分量 晷 ，其 方 向始终 不 

变，枯 着 Y轴 的 正方 向 ，其 

太 小 斯 — E目sin = ，．，小 

物块还受到绳 子的张力作用 

· 4ll’ 

图 5 

在 ∞ 平 面 f’ 、 

， 、7 三力平衡．即 ／ ， 这两个力的合力与 7’ 

大 小相等 方向相反，根据平行四边形定则 (在 

这里是菱形)可知 ．T的方向平分力 ，一， 的吏 

角 ． 

我们先分析 开始时的情况，4、物块在( ． 

0)处 ，T=0，小物 块 开 始 运 动 时运 动方 向与 Y 

平行 ，也就是轨迹的切线与 Y轴平行． 

我们 再 分 析 小物 块 在 将进 ^ ()点 时 的 情 

况，设小物块在将进^ rj点前的位置为 ，-邡 

么绳 子 的张 力 的方 向是 沿 PO 方向 ．对 于处 在 

P 点 的小 物 块来说 ，0 点是 它 下 一个瞬 酬的 位 

置 ，所 以 它 在 P 到 n 处 的平 均 速 度 是 『J()方 

向，当我 们 取 P 点 离 开 。 点 无 酿 近 时 ，PD 的 

平均 速度 就 是小物 块 在 (J处 的瞬 时速度．这 就 

是 说 ，、Ii厦点 即将 进 ^ f，点 浏 +瞬时 进 度 的 ，J 

向就 是绳 子的拉 力 方 向 ．即摩 擦 力 的 ^向和蛳 

于 拉 由的 矗向共线 ．考虑到摩 捧 力、绳 子拉 

电场 0的 丹 力这 三 力 衡 ．『nJ}乜场 』的 分 力 

向是 牛 {r于 v轴 的 +昕 以 这 力共线 ． 1】 

于 轴 ，这 就 是 说 ．小物 块 的 轨 迹 的切 线 与 、一 

轴 平 行 ． 

这 条 曲线 有 两 条切 线与 Y轴平 行 ．那 幺这 

条 ．次曲线 夺 [1J能 是 烈 曲线或 抛物 线．所 以这 

条 l1次 曲线 就 是椭 圆或者 是 圆 

考虑到 当 ，．和 轴平行时 该点 在曲线 

的轴 L ， 仍 与 轴 垂 商 ．绳 子的 扮 ’ 

／、， 舯 角平 分线 方『j】J．』， ，轴 成 角． 

^ 

椭 圆 满 足 这 ，r条 件 t7 与 j轴 成 arctg ： 

45。的 角)．所 以这条二 次 曲线必 定 是圆 。方 程足 

r 一  

(r  ：+ 一 ．(、I≥’01 
一  t 

解 洼 4和解 法 1这两 种方 法 本质 J 是 柱f 

同 的 ，它们 都是 利用 了，题 目中给 出 的 条 件 。部 

是 利 用 轨 迹 上 的两 个 点 的切 线 平 行 的 疗法 说 

明 (而不 是证 明 )了小 物体 的轨 迹 是椭 圆．它 们 

都是利用 了两轴的端点连线与轴的夹角为 45 

进 ·步说 明 r小 物 体 的轨迹 是 圆．我们 应 该看 

到，解 法 4比较 解 法 1更 好 。因 为 它 更 多地 用 

到 了物理 的思 考 ，它 就 口I以避 免 r像 解法 l那 

样 复杂 的数学 运 算 ，这 是物理 矗赛题 解 题 中常 

见的现 象． 
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